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摘要:数值求解球坐标系下的Poisson方程,是计算流体力学的一个关键问题．为此提出用稳定双

共轭梯度方法,求解了右端源项为－１、边界值为０的典型Poisson方程,给出了类似于圆射流计算

区域Ω:{r∈[７,５２],θ∈[－θb,θb],φ∈[０,２π],θb＝arctan(１/１４)}内的数值解,并对数值解及其

离散方程的残差进行了讨论．
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０　引言

不可压缩流体流动问题的数值模拟,求解压力

Poisson方程[１]所需的计算量相当多．研究表明:用
于加快压力计算过程的近似因子分解方法[２],可用

于直角坐标系下压力Poisson方程的求解,适合数

值模拟方柱绕流,无论流动是层流[３]还是湍流[４]．由
于该算法在极点(θ＝０)处沿经线的所有节点都重合

在一起,这种情况妨碍了算法的应用．而试图通过求

解球坐标系下不可压流体动力学方程,数值模拟湍

流射流,关键是计算压力．由此可见,探讨球坐标系

下的Poisson方程的数值求解,有学术意义．

１　BiGCGSTAB 方法求解Poisson方程

共轭梯度方法是一种求解线性代数方程组的有

效方法[５]．VanderVorst提出的稳定双共轭梯度方

法(BiＧCGSTAB)[６],曾用来提高直角坐标系下压力

的计算精度[３Ｇ４]．现在,在一个拟定的圆形射流计算

区域Ω:{R∈[７,５２],θ∈[－θb,θb],φ∈[０,２π]},

θb＝arctan(１/１４),我们用BiＧCGSTAB 方法求解典

型的Poisson方程
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　　假设在区域边界ƏΩ 上,ϕ＝０．为数值计算这个

典型的Poisson边值问题,我们先用有限差分方法

进行离散．考虑到偏微算子P２,P３ 有奇点θ＝０,我

们定义函数Z(t)如下:

Z(t)＝
０,t＝０,

１,t≠０{ (４)

　　采用定义中心差分,前差、后差符号δ,δ－ ,δ＋ ,
相应的形式如下:
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　　将球坐标r,θ,φ 上的节点分别用ri,θj,φk 标

记,坐标r的网格间距级别的小量定义为ε,根据

Taylor展开,我们有
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　　考虑到２δri＝δ＋ri＋δ－ri,可解出
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　　由此,用二阶精度的中心差分,我们可得
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　　类似地,我们有
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　　要说明的是,在这些差分表达式中,为简单起见

我们忽略了算子作用下变量ϕ 的不变下标,故离散

方程的系数是
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　　我们把Poisson方程(１)的离散残差定义为

Resijk ＝１＋△１ϕi＋△２ϕj ＋△３ϕk (１０)

　　数值计算过程中,划分网格时,球坐标r,θ,φ 上

６９６ 中国科学技术大学学报 第４７卷



的节点数分别取Ni＝１９１,Nj＝７５,Nk＝６４,同时也

注意到要把圆形射流边界区域网格加密:在θ＝±θb

附近,用等比级数式节点排列,等比因子取为０．８７５,
加密网格数为１４;在θ＝０附近,相应的等比因子为

０．９８５,加密网格数为３;在射流喷口处,R＝７,等比

因子用０．９８５,加密网格数为５１．而φ 的网格是均匀

的．BiＧCGSTAB迭代求解的收敛准则是

Σ ≤１０－９ (１１)
式中,
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１/２,　　　

Nt＝(Ni－２)(Nj －２)(Nk －２)．
　　当球坐标网格数如上所述时,采用BiＧCGSTAB
方法计算,得到了满足式(１１)收敛准则的典型

Poisson边值问题(１)的解,在内存３．２GB,CPU 频

率３．３GHz的PC机上,用时４０s．迭代过程中,离
散方程残差的均方根值Σ 随迭代步数mCG 的变化,
如图１所示．在φ＝π 截面上,计算得出的ϕ 值、离
散方程残差Res值,如图２所示．根据文献[１]给出

的方形区域内二维Poisson零边值问题的解析

解可知,图２(a)所示的尖峰型分布是合理的．图２
(b)则用来显示计算的可靠性和计算精度．由图可

见,离散方程残差绝对值较大的节点落在极点(θ＝
０)附近区域内．为了进一步表明数值解的精度和可

靠性,表１给出了φ＝π 截面上 １２个点的ϕ、Res
值,这些值与图２(a)和(b)显示的值保持一致．从表

１可以看出,在４个极点上,BiＧCGSTAB方法给出

的离散方程残差量级是１０－４,而在其附近区域内,
离散方程残差数量级则可达到１０－２,但最大残差小

于５％．

图１　Σ 给出的迭代收敛史

Fig．１　IterativeconvergencehistorygivenbyΣ

图２　φ＝π截面上的ϕ 分布和该截面上的残差分布

Fig．２　ϕＧdistributionintheplaneφ＝πandresidualdistributioninthesameplane

表１　φ＝π截面上１２个节点处BiＧCGSTAB方法计算的ϕ 值及残差值

Tab．１　ϕandResvaluescalculatedbyBiＧCGSTABat１２thpointintheplaneφ＝π

θ
r∗

１ r２ r３ r４ r１ r２ r３ r４

ϕ Res􀅰１０３

０ ０．７４５６０ ０．９６７５６ １．９０７２ ２．２１５４ ０．２７５２７ ０．３００４０ ０．３９７０４ ０．３８６１１

０．００２３０ ０．７４３９６ ０．９６５４３ １．９０３０ ２．２１１２ ２５．６４２ ２７．６０６ ３４．５１３ ３１．３４８

０．００４６５ ０．７４１２４ ０．９６１９１ １．８９６１ ２．２０４４ ０．９５１９６ １．１５０１ １．９９２０ －１．９４３７

　　∗r１＝１８．００１,r２＝２２．１０１,r３＝３５．６３４,r４＝４９．４８２．

　　图３给出了φ＝π 时ϕ、Res的等值线,其中

x＝rcosθ,y＝rsinθ,ϕ 的峰值出现在点(r＝４７,

θ＝０)附近,而Res绝对值的峰值的确局限于极点附

近的狭窄区域．图４则显示了当r＝rk(k＝１,２,３,４)
时横截面内ϕ 的等值线,说明极点处有峰值,与表１
给出的值是一致的．
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２　结论

本文的主要意义在于,说明用常用的近似因子分

解,计算球坐标系下的Poisson方程时,存在极点处理

的问题;而用BiＧCGSTAB 方法可以找到球坐标系下

的Poisson方程零边值问题的近似解,这有利于研究

湍流射流时求解压力Poisson方程．

图３　φ＝π时ϕ 的等值线和φ＝π时残差Res的等值线

Fig．３　ϕＧcontoursinφ＝πandresＧcontoursinφ＝π

图４　当r＝rk(k＝１,２,３,４)(aＧd)时横截面内的ϕ 等值线

Fig．４　ϕＧcontoursincrosssectionsr＝rk(k＝１,２,３,４)(aＧd)
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